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Exercice 1 : condition de décodage

Soit un code sur l’alphabet A = {0, 1} tel que
C = {x1 = (0, 0, 0, 0), x2 = (1, 0, 1, 1), x3 = (0, 1, 0, 1), x4 = (1, 1, 1, 0)}.

1) La longueur du code est n = 4.

2) La distance minimale du code est d = 2 car d(x1, x2) = 3, d(x1, x3) = 2,
d(x1, x4) = 3, d(x2, x3) = 3, d(x2, x4) = 2, d(x3, x4) = 3.

3) Le code C ne vérifie pas la condition de décodage d’ordre e, pour e = 1.
Les boules centrées sur les mots du code de rayon 1 ne sont pas 2 à 2
disjointes.

B(x1, 1) = {(0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}
B(x2, 1) = {(1, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 1), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0)}
B(x3, 1) = {(0, 1, 0, 1), (1, 1, 0, 1), (0, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 1), (0, 1, 0, 0)}
B(x4, 1) = {(1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 1)}

B(x1, 1) ∩ B(x2, 1) = ∅, B(x1, 1) ∩ B(x4, 1) = ∅, B(x2, 1) ∩ B(x3, 1) = ∅,
B(x3, 1) ∩ B(x4, 1) = ∅ mais B(x1, 1) ∩ B(x3, 1) = {(0, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0)} et
B(x2, 1) ∩ B(x4, 1) = {(1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 0)}.

Exercice 2 : code correcteur non binaire

Soit un code sur l’alphabet A = {0, 1, 2} tel que C = {x1 = (0, 0, 0, 0),
x2 = (1, 2, 1, 2), x3 = (2, 0, 1, 1), x4 = (0, 1, 2, 1)} .

1) La distance minimale du code est d = 3 car d(x1, x2) = 4, d(x1, x3) = 3,
d(x1, x4) = 3, d(x2, x3) = 3, d(x2, x4) = 4, d(x3, x4) = 3.

2) La capacité de correction de ce code est e = ⌊(d − 1)/2⌋ = 1.
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3) Le code C n’est pas parfait. Il vérifie la condition de décodage d’ordre
1 car les boules centrées sur les mots du code de rayon 1 sont 2 à 2
disjointes.

B(x1, 1) = {(0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1),
(2, 0, 0, 0), (0, 2, 0, 0), (0, 0, 2, 0), (0, 0, 0, 2)}.
B(x2, 1) = {(1, 2, 1, 2), (2, 2, 1, 2), (1, 0, 1, 2), (1, 2, 2, 2), (1, 2, 1, 0),
(0, 2, 1, 2), (1, 1, 1, 2), (1, 2, 0, 2), (1, 2, 1, 1)}.
B(x3, 1) = {(2, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 1), (2, 1, 1, 1), (2, 0, 2, 1), (2, 0, 1, 2), (1, 0, 1, 1),
(2, 2, 1, 1), (2, 0, 0, 1), (2, 0, 1, 0)}.
B(x4, 1) = {(0, 1, 2, 1), (1, 1, 2, 1), (0, 2, 2, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 1, 2, 2), (2, 1, 2, 1),
(0, 0, 2, 1), (0, 1, 1, 1), (0, 1, 2, 0)}.

B(x1, 1) ∩ B(x2, 1) = ∅, B(x1, 1) ∩ B(x4, 1) = ∅, B(x2, 1) ∩ B(x3, 1) = ∅,
B(x3, 1) ∩ B(x4, 1) = ∅, B(x1, 1) ∩ B(x3, 1) = ∅ et B(x2, 1) ∩ B(x4, 1) = ∅.

Le code n’est pas parfait car le nombre de mots par boule est | B(xi, 1) |= 9
et le nombre de mots du code | C |= 4 donc | B(xi, 1) | . | C |= 36. Or
| A |n= 34 = 81 donc Σxi∈c| B(xi, 1) | =| B(xi, 1) | . | C |<| A |n.

Exercice 3 : code parfait

Soit un code sur l’alphabet A = {0, 1} tel que C = {x1 = (0, 0, 0), x2 =
(1, 1, 1)}.

1) La capacité de correction de ce code est e = 1 car d = 3.

2) Le code C est parfait car les boules centrées sur les mots du code et de
rayon 1 sont disjointes et recouvent An.

B(x1, 1) = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
B(x2, 1) = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}.

B(x1, 1) ∩ B(x2, 1) = ∅, les boules sont disjointes et Σxi∈c| B(xi, 1) | = 8 et
| A |n= 8 Donc Σxi∈c| B(xi, 1) | =| A |n.

Exercice 4 (facultatif): distance de Hamming

La distance de Hamming est une distance. Soit A un alphabet, ∀x, y, z ∈ An
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i) d(x, y) ∈ IR+;
découle de la définition d(x, y) =| {i ∈ {1, · · ·n}, xi 6= yi} |.

ii) d(x, y) = 0 si et seulement si x = y;
si d(x, y) = 0 alors | {i ∈ {1, · · ·n}, xi 6= yi} |= 0 donc x = y. Si = y
alors ∀i ∈ {1, · · ·n}, xi 6= yi donc d(x, y) = 0.

iii) d(x, y) = d(y, x);
car | {i ∈ {1, · · ·n}, xi 6= yi} |=| {i ∈ {1, · · ·n}, yi 6= xi} |.

iv) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Cette propriété peut être montrée par récurrence sur n, dans ce cas
pour n = 2 il y a 5 cas à examiner cas 1 : x = y = z, cas 2 : x = y et
x 6= z, cas 3 : x 6= y et x = z, cas 4 : x 6= y et y = z, cas 5 : x 6= y 6= z.

Bien plus élégante est la démonstration qui utilise le fait que d(x, y) =
Σn

i=1di(xi, yi) où di(xi, yi) = 0 si xi = yi et di(xi, yi) = 1 si xi 6= yi.

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ssi Σn

i=1di(xi, yi) ≤ Σn

i=1di(xi, zi) + di(zi, yi).
On se ramène à montrer que di(xi, yi) ≤ di(xi, zi) + di(zi, yi).

si xi = yi alors di(xi, yi) = 0,
si xi = zi alors di(xi, zi) = di(zi, yi) = 0,
sinon (xi 6= zi) di(xi, zi) = 1 et di(zi, yi) = 1 donc di(xi, yi) ≤ di(xi, zi)+
di(zi, yi).

si xi 6= yi alors di(xi, yi) = 1,
si xi = zi alors di(xi, zi) = 0 et di(zi, yi) = 1 donc di(xi, yi) ≤ di(xi, zi)+
di(zi, yi).
sinon (xi 6= zi) et di(xi, zi) = 1 et quelque soit la valeur de di(zi, yi) on
a di(xi, yi) ≤ di(xi, zi) + di(zi, yi).
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