Chapitre 6

Raisonnement en logiqgue modale

Nous présentons dans ce chapitre trois approches de dadaatomatique pour
la logique modale, la méthode des tableaux sémantique%tlzoate des séquents de
Gentzen ainsi que la programmation logique.

6.1. Tableaux sémantiques

La méthode des tableaux sémantiques est désormais unedadbaléduction
bien établie dans le domaine de la déduction automatiqui E3BAU 95, BEC 95].
Elle constitue une alternative & des méthodes plus traditittes basées sur la résolu-
tion [CHA 73]. Nous présentons la méthode des tableaux segoas pour la déduc-
tion automatique en logique propositionnelle, logiquemtéslicats et logique modale.
Ces logiques ainsi que les notations qui s’y réferent sodggatées, respectivement
dans les annexes A, B et C.

La méthode des tableaux sémantiques basée sur une idéealmige E. Beth
[BET 55], a été proposée par Smullyan [SMU 68], puis popsé&ipar M. Fitting
[FIT 83]. Cette méthode est une méthode de réfutdtiatest a dire que pour prouver
gu’une formuleF est valide (ou est une tautologie), on montre gueest incohérente
(ouinsatisfaisable). Pour cela, on décompose la formiélen sous-formules, de telle
sorte que shF' est satisfaite alors les sous-formules qui la composensmsi satis-
faites, jusqu’a I'obtention de formules atomiques et on trmque des contradictions
sont produites. La décomposition s’effectue par la coositn d’'un arbre dont les
noeuds sont étiquetés par les sous-formules obtenuesatadiférentes étapes de la
décomposition.

Chapitre rédigé par OdileAPINI.
1. Pour plus de détails sur les méthodes de réfutation vaiioses. 1.

141



142 Temps et Espace

6.1.1. Tableaux sémantiques en logique propositionnelle

Soit F' une formule propositionnelle, la méthode des tableaux sémees repose
sur la construction d’'un arbre comme suit :

DEFINITION 6.1.— Le tableau sémantique pour la formuté”, notéT', est un arbre
dont :

— la racine est étiquetée paiF ;

— les noeuds sont étiquetés par des formules propositi@sel

— les successeurs des noeuds sont produits par des reglgmd®on.

Il existe plusieurs régles d’expansion pour construirédeeaux :

6.1.1.1. Régle de prolongation
La regle de prolongation (appelée également regleeprésente la satisfaction

d’'une formule, notée: = a1 Az, cOmposée de la conjonction de deux sous-formules
a1 etay et signifie que pour satisfaire il faut satisfairen; etas. La regle est repré-
sentée par la table 6.1.

o

(€51
(€D)

Tableau 6.1.Regle de prolongation.

Les régles de prolongation pour la logique propositiorngdint données dans la
table 6.2.

o  zAy (zVy) —(z—y) Ty
q x —x x r—1Y

Qa Yy Y Yy Ty

Tableau 6.2.Regles de prolongation pour la logique propositionnelle.

6.1.1.2. Régle de ramification
La regle de ramification (appelée également rég)leeprésente la satisfaction

d’'une formule, notég = 3; Vv 32, composée de la disjonction de deux sous-formules
(31 etfs et signifie que pour satisfairg il faut satisfaire3; ou 3. La régle est repré-
sentée par la table 6.3.

Les regles de ramification pour le logique propositionr&dliet sont données dans
la table 6.4.



Raisonnement en logique modale 143
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Tableau 6.3.Régle de ramification.

e} zVy —(zAy)
Bi | B2 x|y - | -y
—(z—y) —(z+y)
-z |y —(r—y) | =(y— )

Tableau 6.4.Regles de ramification pour la logique propositionnelle.

6.1.1.3.Régle de négation
Les régles de négation représentent la satisfaction desifes composées de la
négation des constantes propositionnellest | et sont représentées par la table 6.5.

Tableau 6.5.Régles de négation.

6.1.1.4.Régle de double négation

Laréegle de double négation représente la satisfactioredanmule, notée: —a =
«, composeée de la double négation d’une sous-formule prioposellex et est don-
née par la figure 6.6. L'exemple suivant illustre la constarcd’un tableau séman-
tique.

EXEMPLE 6.1.— Soit la formule propositionnellé = (-p Aq) V (p V —q), le tableau
sémantique pour la formuleF’ = —((—p A q¢) V (p V —q)) est donné par la figure
6.1. La racine de l'arbre, c’est a dire, le nogud, est étiquetée par la formuter.
La regle de prolongation produit les noeu@s et (3). La regle de ramification sur
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Tableau 6.6.Régle de double négation.

la sous-formule étiquetant le noe(®)) produit les noeud$4) et (5), et la régle de
prolongation sur la sous-formule étiquetant le nogidoroduit les noeud&s) et (7)

et les noeud$’) et (9). La regle de double négation sur la sous-formule étiquetant
le noeud(4) produit le noeud10), la régle de double négation sur la sous-formule
étiquetant le noeu() produit le noeud11), la regle de double négation sur la sous-
formule étiquetant le noeu@) produit le noeud12). Les feuilles de l'arbre, les
noeuds(11) et (12) sont étiquetés par des formules propositionnelles atoesig
plus aucune régle d’expansion ne peut s'appliquer.

“((=pAgQ V(pV-q) (1)
|

~(-pAg) (2)
I
~(pV-q) (3)
PN

—p (4) —q (5)

| |
—p (6) - (8)

| |
—=q (7)) —=q (9)

I
p (10) ¢ (12)
I

q (11)
Figure 6.1. Tableau sémantique powrF' = =((-p A q) V (p V 7q)).

Une branche d'un tableau sémantique représente la coigonles sous-formules
qui étiquettent les noeuds de la branche, et un tableau sémaneprésente une dis-
jonction de branches. Plus formellement :

DEFINITION 6.2.— Une branche d’'un tableau sémantiqilie notéeb; est une suite
finie de noeudsy, - -- ,n;,ni11, -+ , 0y telle quen, estlaracine d&” et tout noeud
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n; 1 €st obtenu a partir d’un noeud;, j < ¢, par I'application d’'une des régles
d’expansion (prolongation, ramification, négation ou dtaubégation).

Les tableaux sémantiques s’étendent aux ensembles delésrommme suit
DEFINITION 6.3.— Soit{A;, As, - -- , A,,} un ensemble fini de formules proposition-
nelles,

— I'arbre composé d’une seule branche donné dans la figureet2in tableau
sémantique poufA;, Az, -, An};

—si T est un tableau sémantique pofiA;, Ao, --- , A, } et T* est le tableau

sémantique qui résulte deé par I'application des regles d’expansion alofs" est un
tableau sémantique poyrd,, As,--- , A, }.

A
|
A
|

I
An
Figure 6.2. Tableau sémantique poyrd:, As, - -- , An}.

DEFINITION 6.4.— SoitT' un tableau sémantique &tune branche d&’, on dit queb;
est une branche compléte , si pour chaque prolongatiopi figure dans;, les deux
constituantsy; etas se trouvent sur la branchig, si pour chaque ramificatioft qui
figure dang;, au moins I'un des deux constituartts et 3, figure sur la branché;,
si pour chaque double négatiema qui figure dan$;, « figure dans;, si—T figure
dansb; alors L figure dang; et si—_L figure dans; alors T figure dang;.

DEFINITION 6.5.— Un tableau sémantiquE est complet si toutes les brancheside
sont completes.
Le tableau sémantique de I'exemple 6.1 est un tableau comple

DEFINITION 6.6.— SoitT est un tableau sémantiquetgtune branche d&" :

— une branche; est fermée (ou close) s'il existe une formule propositiiane
telle que les formuleg’ et —F figurent a la fois dang; ou si L figure dang; ;

— une brancheé; est atomiquement fermée (ou close) s'il existe une prapogit
telle que les propositionset —p figurent a la fois dans; ou si_L figure dang; ;

— une branche ouverte est une branche qui n’est pas fermée.

DEFINITION 6.7.— SoitT est un tableau sémantiquetgtune branche dé& :
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— un tableau sémantiquE est fermé (ou clos) si toutes les branchesItdsont
atomiquement fermées;;

— un tableau sémantiquE est ouvert sii” possede au moins une branche ouverte.

DEFINITION 6.8.— SoitT est un tableau sémantiquelgtune branche dé” :

— une branché; d'un tableau sémantiqug est satisfaisable (ou cohérent) siI'en-
semble des formules qui la composent est satisfaisableofutrent) ;

— un tableau sémantiquE est satisfaisable (ou cohérent) si au moins un branche
deT est satisfaisable (ou cohérente).

Dans I'exemple 6.1 le tableau sémantique pedr est fermé, les feuilles de
I'arbre, les noeud§l 1) et (12) sont étiquetés par des formules propositionnelles ato-
miques et des contradictions sont produites car la branahehg de I'arbre contient
le noeud(6) étiquetés parp et le noeud10) étiqueté pap et la branche droite de
I'arbre contient le noeud5) étiqueté parq et le noeud12) étiqueté pay. Toutes
les branches du tableau sémantique sont fermées, le taddamntique pourF' est
fermé, la formule-F est donc incohérente et par conséquent la forniukesst une
tautologie.

PROPOSITION6.1.— Toute application d’'une régle d’expansion sur un tableau sé
mantique satisfaisable produit un autre tableau satisthis.

La méthode des tableaux sémantiques est utilisée pour@rbimecohérence d’'un
ensemble de formules comme suit.

PROPOSITION6.2.— S'il existe un tableau sémantique fermé pour un ensemble de
formules propositionnelle®, alors F n’est pas satisfaisable (ou incohérent).

Cette proposition établit le principe de la méthode destabt sémantiques pour
établir 'incohérence d’'un ensemble de formuJEsOn construit le tableau séman-
tique T pour 'ensemble de formuleg. La construction du tableau sémantique s'ar-
réte si toutes les branches sont fermées ou s'il n’est plssilple d'utiliser les regles
d’expansion sur les sous-formules qui étiquettent les doele 'arbre. Si toutes les
branches d€" sont fermées alorg est incohérent. Il n'est pas toujours nécessaire
de construire un tableau sémantique complet, comme tiiduexemple 6.2. L'ordre
d’'application des regles d’expansion permet de produissbdanches atomiquement
fermées qui ne sont pas forcément complétes, dans ce dael@nstruit comporte
moins de noeuds et la preuve d’incohérence est plus cotefiicacité de la méthode
des tableaux sémantiques réside dans le choix judicielsud$tiques pour I'ordre
d’application des regles d’expansion.

EXEMPLE 6.2.— Soit 'ensemble de formuleE = {(pV¢) A (-p — 1), ¢ —
—-r, —p}, le tableau sémantique initial pour 'ensemble de formufflesst donné par
la figure 6.3. L'application des regles d’expansion sur ¢#et@u donne le tableau
sémantique de la figure 6.4.
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(pVa) A (ﬂlp —r) (1)
gh —-r (2)
I
p (3)
Figure 6.3. Tableau sémantique pour
F={lpvaAr(-p—r), ¢— -7 —p}

VoA (p—r) (1)
|

gh — —r (2)
I
-p (3)
|
pVaqg (4)
|
-p—r (5)
PN
p (6) q (7)
PN
p (8 r (9

N
¢ (10) -r (11)

Figure 6.4. Tableau sémantique apres application des regles d’exparsi
I'ensemble de formule§ = {(pV ¢) A (-p — 1), ¢ — —r, —p}.

En appliquant successivement les regles d’expansion aufsomules qui éti-
quettent respectivement les noeyds (4) et (5) dans cet ordre, on obtient un arbre
comportantl3 noeuds. Toutes les branches du tableau sont fermées,ibiesee
formulesF est incohérent. On peut également construire un tableapaaant11
noeuds soit en appliquant successivement les regles disigpaaux sous formules
qui étiquettent respectivement les noeldls (2) et (5) dans cet ordre, soit en ap-
pliquant successivement les regles d’expansion aux sommsifes qui étiquettent res-
pectivement les noeuds), (2) et(4) dans cet ordre comme l'illustre I'exemple de la
figure 6.4.

La notion de preuve avec la méthode des tableaux sémanggquédéfinie par :
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DEFINITION 6.9.— Soit ' une formule propositionnelle, on dit quéa une preuve
par tableaux sémantiques si le tableau sémantique pduest fermé.

Les résultats d’adéquation et de complétude sont donné&sthaoreme suivant :

THEOREME 6.1.— Soit F' une formule propositionnelld;” est une tautologie si et
seulement si’ a une preuve par tableaux sémantiques.

Cela conduit a la déduction avec la méthode des tableauxsigues :

THEOREMEG6.2.— SoitF' une formule propositionnelle &€ un ensemble de formules
propositionnellesF = F si et seulement si le tableau sémantique pduy {—F}
est fermé.

La taille d’'une preuve par tableaux sémantiques est mesurdembre de noeuds
internes de I'arbre correspondant au tableau et la conpléx@orique de cette mé-
thode a été donnée par F. Massacci [MAS 00b] qui a montré lgtaésuivant :

THEOREMEG6.3.— SoitY,, un ensemble de clausesaires, la complexité de la preuve
. 7 o 2
par tableaux de I'incohérence d&, admet comme borne supérieydfg2™").

D’un point de vue pratique, des démonstrateurs de théoretitisant les tableaux
sémantiques ont été développés et implantés [OPP 88, SGHER096]. Une confé-
rence internationale, appelée “TABLEAUX” est dédiée aawaux de recherche sur
le raisonnement automatique basé sur les tableaux sémesitigour plus de détails
consulter le site WEB de la conférence dont I'URL est htig2#hww.ira.uka.de/TA-
BLEAUX/.

L'avantage de la méthode des tableaux sémantiques résideedfait que celle-ci
n'examine pas toutes les interprétations indistinctenelle examine seulement les
interprétations qui sont susceptibles de conduire a uneadiotion. Par alilleurs, elle
s’étend aisément a d’autres logiques comme la logique dafigats ou la logique
modale.

6.1.2. Tableaux sémantiques en logique des prédicats

La méthode des tableaux sémantiques s’étend a la logiqueréltisats par I'ajout
de regles pour les formules quantifiées universellementisteatiellement.

6.1.2.1. Régle d’'instanciation universelle

Laregle d’'instanciation universelle (appelée égalentgier) représente la satis-
faction d’'une formule quantifiée universellement et spédjfie si une formule quan-
tifiee universellement est vraie alors elle est vrai pouteanstance d’élément de
I'univers de Herbrand. Cette régle est représenté par :

Les régles d'instanciation universelles pour la logique pieedicats sont les sui-
vantes, ol est une constante quelconque du langage de la logique disgiss
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_0
Yo(a)

Tableau 6.7.Régle gamma.

v Ve F(z) -3z F(z)z
W@ F@ )

Tableau 6.8.Régles d’'instanciation universelle.

6.1.2.2. Régle d’'instanciation existentielle

La regle d'instanciation existentielle (appelée égalemegled) représente la sa-
tisfaction d’'une formule quantifiée existentiellement pédifie que si une formule
quantifiée existentiellement est vraie alors elle est warmne instance d’élément de
I'univers de Herbrand. Cette régle est représenté par :

do(a)

Tableau 6.9.Régle delta.

Les régles d’instanciation existentielle pour la logiqes grédicats sont les sui-
vantes, ol est une nouvelle constante sur la branche :

) Jz F(z) —Vz F(z)
do(a) F(a) —F(a)

Tableau 6.10.Régles d'instanciation existentielle.

Les regles d'instanciation universelle peuvent s’ap@igundéfiniment alors que
les regles d’instanciation existentielle ne s’appliquguitine fois. L'application des
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regles d’instanciation universelle et d’instanciationstentielle dans nimporte quel
ordre peut éventuellement conduire a I'écriture d’une itéfid’'instances des formules
qui ne sont pas des propositions contradictoires (arbm@)nfifin de faire apparaitre

des contradictions, les régles de prolongation, de rartiditade négation et de double
négation et d’instanciation existentielle sont appliquéeant la regle d'instanciation
universelle et la méme instance est utilisée dans les regisentielles et universelles.
L'exemple suivant illustre la méthode des tableaux sérgaas pour la logique des
prédicats.

EXEMPLE 6.3.— Soit la formulel’ = Jz (p(z) A ¢(x)) — 3z p(z) A 3z q(z)),

le tableau sémantique pouit” est donné par la figure 6.5. La regle d’instanciation
existentielle sur la sous-formule étiquetant le nog)davec la constantenon encore
utilisée dans aucune des branches produit les naélies(8), étiquetés pap(a) ainsi
que les noeud&) et (9), étiquetés pag(a). La régle d’instanciation universelle sur la
sous-formule étiquetant le noe(it) avec la constanteproduit le noeud10) étiqueté
par—p(a), cette branche est fermée. La régle d’instanciation uselks sur la sous-
formule étiquetant le noeu@d) avec la constante produit le noeud11) étiqueté par
—¢(a), cette branche est fermée. Le tableau sémantique-pBuest fermé done-F'

est incohérente df est une tautologie.

~(3z (p(x) A q(x)) — Bz p(z) A3z g(x) (1)
I

dz (p(x) Aq(x))  (2)
I

—(3z (p(z) A3 q(x)))  (3)
7O
~Jzp(z) (4)-3zq(z) ()

—pla) (10) —g(a) (11)

Figure 6.5. Tableau sémantique pour la formule
~F = =(3z (p(z) A q(z)) — (3= p(z) A 3z g(2))).

Comme dans le cas de la logique propositionnelle, la notioprduve est définie
par:

DEFINITION 6.10.— Soit F une formule de la logique des prédicats, on dit dua
une preuve par tableaux sémantiques si le tableau sémanpiour—F' est fermé.
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Les résultats d’adéquation et de complétude sont donné&sthaoreme suivant :

THEOREME— SoitF une formule de la logique des prédicatsest une tautologie si
et seulement s’ a une preuve par tableaux sémantiques.

La méthode des tableaux sémantiques pour la logique desgi®d est pas dé-
cidable dans le cas général, car il est possible de corestigis arbres infinis, ce-
pendant, d’un point de vue pratique, des démonstrateurséeemes basés sur les
tableaux sémantiques pour la logique du premier ordre gigéont été développés
par exemple, les démonstrateurs LeanTaP [BEC 95] et 3ATAE [B&.

6.1.3. Tableaux sémantiques en logique modale

Lorigine de la méthode des tableaux sémantiques pour léguegmodale
[GOR 03] est la rencontre des travaux sur l'adaptation desies#ts de Gentzen
[SZA 69] (Voir 6.2.2) ala logique modale et des travaux dehfRET 55] et de Kripke
[KRI' 59] sur la logique propositionnelle.

Parmi les méthodes de déduction par tableaux sémantiquesthode utilisant
les formules préfixées est présentée en raison de sa sit@icde son efficacité
[MAS 94, MAS 00a, GOR 99, FIT 98]. Les formules sont préfixéasqges étiquettes
qui “nomment”, en quelque sorte, le monde dans lequel leatltas sont supposées
satisfaites. Les regles d’expansion tiennent compte desules et des étiquettes et
refletent la sémantique des mondes possibles.

DEFINITION.— Un préfixe est une suite finie d’entiers positifs, natéet une formule
préfixée est une expression de la forme ol o est un préfixe ek’ une formule de la
logique modale.

On noteoy.o; le préfixe obtenu par la concaténation des préfixgest o1, soitn
un entier, on note.n la suites suivie den et o.n nomme un monde accessible par
I'un des mondes nommé par

Pour construire une preuve depar tableaux sémantiques, on construit un arbre
dont la racine est étiquetée par la formule préfikée’, ce qui signifie que le monde
nommeé paf ne satisfait pas la formulg, et les branches de I'arbre sont construites
par I'application des regles d’expansion suivantes.

6.1.3.1.Régle de prolongation

Pour tout préfixer, la régle de prolongation représente la satisfaction dera f
mule, notéer « = o a1 A o as, composée de la conjonction de deux sous-formules
préfixéess a; eto as, et signifie que si le monde nommé pasatisfaita alors il
satisfaita; etas. Les régles de prolongation de la logique modale sont reptéss
par latable 6.11.

6.1.3.2. Régle de ramification
Pour tout préfixer, la régle de ramification représente la satisfaction dertadite,
notées 3 = o 31 V o (B2, composée de la disjonction de deux sous-formules
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e ocxNy o =(zVy) o =(z—y) o Ty
ooy ox 0T 0T oxr—y
o Qo oy oy oy oxr—y

Tableau 6.11.Régles de prolongation pour la logique modale.

préfixéess 81 eto [, et signifie que si le monde nommé parsatisfait3 alors il
satisfait3; ou 3>. Les régles de ramification de la logique modale sont reptése
par la figure 6.12.

o o zVy o =(xAy)
o | ofy oz | oy o-x | o~y
o = (z—y) o ~(zy)
ooz | oy o-(z—y) | o-(y—x)

Tableau 6.12.Régles de ramification pour la logique propositionnelle.

6.1.3.3. Régle de double négation

Pour tout préfixers, la régle de double négation représente la satisfactiom de |
formule, notéer ——a = o o composée de la double négation d’une sous-formule
propositionnellex et signifie que si le monde nommé pasatisfaitc ——« alors il
satisfaita. La régle de double négation est représentée par la figue 6.1

g T

(oye

Tableau 6.13.Regle de double négation. .

De nouvelles régles d’expansion sont introduites pour p&sateurs modaug et
.

6.1.3.4.Régle de possibilité
La sémantique de I'opérategr spécifie que pour la formule ¢a, le monde

nommeé pav satisfaitQ« et il existe au moins un monde accéssible a partir du monde
dontle nom est qui satisfaitn. D’aprés la définition des préfixes, le monde accéssible
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a partir des a un nom de la forme.n a ondition que ce nom n’ait jamais été utilisé
préalablement, ce qui se traduit par la régle représentda pable 6.14

o Oa o - Oa
on«a on

Tableau 6.14.Régles de possibilité.

6.1.3.5.Régle de nécessité

La sémantique de I'opératelr régle despécifie que pour la formute Do, le
monde nommé par satisfaitCla et tous les mondes accéssibles a partir du monde
dont le nom est satisfonta. D’aprés la définition des préfixes, si le préfixer a
déja été utilisé il est le nom d’'un monde accéssible a pantindnde dont le nom est
o, ce qui se traduit par la régle et représentée par la tabe 6.1

o o o - Oa
on « on

Tableau 6.15.Régles de nécessité.

Les définitions données en 6.2.1 pour les formules proposiélles s'étendent
aisément aux formules de la logique modale.

DEFINITION 6.11.— Soit F' une formule de la logique modale. Une branche d’'un
tableau est fermée (ou close) si les formules préfixéEseto —F apparaissent dans
la branche.

DEFINITION 6.12.—Un tableau sémantique est fermé (ou clos) si toutes ses leanc
sont fermées.

Comme dans le cas de la logique propositionnelle, la notioprduve est définie
par :

DEFINITION 6.13.— Soit /' une formule de la logique modale. On dit gHea une
preuve par tableaux sémantiques si le tableau sémantiquelpe " est fermé.

L'exemple suivant illustre la méthode des tableaux sémaas pour la logique
modale.

EXEMPLE 6.4.— SoitF’ la formule de la logique modale = O(p A q) — (Op AOq)

Le tableau sémantique pour la formule préfixée-F est donné par la table 6.6.
La racine de l'arbre, c’est a dire, le noe(id, est étiquetée par la formule préfixée
1 —F. La régle de prolongation produit les noeud$ et (3). La regle de disjonction
est utilisée avant la regle de nécessité. La régle de disjonsur la sous-formule
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étiquetant le noeu() produit les noeud§t) et9. La régle de possibilité sur le noeud
(5) produit le noeud6) avec un nouveau préfixel sur la branche. La régle de
nécessité sur le noeud) produit le noeud6) avec le préfixel.1 a déja été utilisé
sur la branche. La régle de prolongation sur le nog)dproduit les noeud$7) et
(8). La régle de possibilité sur le noegs) produit le noeud10) avec un nouveau
préfixel.1 sur la branche. La regle de nécessité sur le négudroduit le noeud11)
avec le préfixel.1 a déja été utilisé sur la branche. La régle de prolongatioresu
noeud(11) produit les noeudsl2) et (13). Les feuilles de I'arbre, les noeuds) et
(13) sont étiquetés par des formules propositionnelles atoesigquiplus aucune regle
d’expansion ne peut s’appliquer. Le tableau sémantiquiease car sur la branche
gauche les noeud$) et (7) donnent respectivement les formules préfixéas—p

et 1.1 p et sur la branche droite les noeud$) et (13) donnent respectivement les
formules préfixées.1 —¢ et1.1 ¢. Par conséquent la formule est une tautologie.

1 ﬁ((DpADQ)T(DpADq)) (1)
10(p Alq) (2)
1=(0pADq) (3)
RN
1-0Op (4) 1-0g (9)
1.1; (5) 1.1ﬁq| (10)
1.1p/\|q (6) l.lp/\lq (11)

1.1 pl M p |(12)

1.1 ql (8) 1.1q| (13)

Figure 6.6. Tableau sémantique pour la formule
1=F =~=0(pAq) — (BpAQg)).

REMARQUE.— Les régles de prolongation, de ramification et de pod#sgitsiont utili-
sées avant la régle de nécessité afin de faire apparaitrentesdictions.

La méthode des tableaux sémantiques présentée dans ctitte sst constituée
des régles de prolongation, ramification, nécessité et dgilpité et est concue pour
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le systemek (voir C.2). D’'autres regles peuvent étre utilisées pouenbtune mé-
thode des tableaux sémantiques efficace pour les autrésrmssformeld’, S4, S5
[MAS 94, FIT 98, GOR 99]

6.1.3.6. Autres régles de nécessité
Soit les préfixes eto.n apparaissant dans la branche d’un tableau, de nouvelles
régles d’expansion sont définies dans la table 6.16.

T o Oa o ~Oa

[oye? g o

D o Oa o ~Oa

o Oa o —Uo

B on Oa  on —0a

o« o

4 o Do o ~Oa

onlUa on -0

onlUa on-0a
dr o Oa o —Oa

D o Do o Qo

o Oa o —Uo

Tableau 6.16.Autres regles d’expansion pour la logique modale.

La table 6.17 donne les regles d’expansion qui peuvent gittés aux systemes
formels pour rendre la méthode des tableaux plus efficace.

systeme formel | regle
D D
T T
K4 4
B B, 4
S4 T, 4
S5 T, 4, 4r

Tableau 6.17.Régles supplémentaires a ajouter aux systéemes formels.
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Les résultats d’adéquation et de complétude s'étendeéinaist au cas de for-
mules préfixées de la logique modale :

THEOREME 6.4.— Soit I’ une formule de la logique modalg, est une tautologie si
et seulement s’ a une preuve par tableaux sémantiques.

La méthode des tableaux sémantiques préfixés pour la logipaale proposi-
tionnelle est décidable, elle s’étend a la logique modalgrémier ordre [FIT 98].

La méthode des tableaux sémantiques pour la logique maubmene le systeme
SST[MAS 00b], estP-SPACE-complet pour les logiques modalés K D, T', K B,
KDB, S4etN P-TIME compléte pour les logiques modalgs et K D45. D’un point
de vue pratique, des démonstrateurs de théorémes basés talsleaux sémantiques
ont été développés soit pour des logiques temporellesaritiides opérateurs modaux,
[BES 89], [ENJ 90], [BAL 974a], soit de fagon plus générale pdes logiques modales
comme LoTREC][Far 01], TWB[ABA 03], KSAT[GIU 96], FaCT [HOR8).

6.2. Calcul des séquents

Nous présentons le calcul des séquents pour la déductiomatitiue en logique
propositionnelle, logique des prédicats et logique modaén logique intuitionniste.
Ces logiques ainsi que les notations qui s’y réferent sodgegatées, respectivement
dans les annexes A, B, C et D.

Le calcul des séquents est un systeme de déduction intrpduiG. Gentzen
[SZA 69]. Ce systéeme repose sur I'idée suivante, de méme tguite formule in-
cohérente correspond sa négation qui est une formule atkégetout ensemble de
formules incohérent correspond un séquent qui représengealque sorte la néga-
tion d’un ensemble de formules incohérent. Un séquent mintuitivement qu’une
conjonction de formules implique une disjonction de foresulLAD 51]. Le calcul
des séquents permet de faire des déductions directes oéfdestions comme dans
le cas des tableaux sémantiques.

6.2.1. Calcul des séquents propositionnel

DEFINITION 6.14.— On appelle séquent une expression de la fofime- A2 ouT
et A sont des suites éventuellement vides de formules propusgfies. On appellE
I'antécédent du séquent At le conséquent du séquent.

Intuitivement, sil'’ = X;,--- X, etA = Y;---Y,,,o0m > 0, etn > 0 sont
des entiers, le séquelit = A peut étre vu comme la formule propositionnelle
XA ANX, =YV VY,.

2. Pour éviter toute confusion le symbete est préféré au symbole
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Le calcul des séquents est un systéme axiomatique, ou leadyrsbest un sym-
bole primitif, défini a partir d’axiomes et de régles de déahrc

DEFINITION 6.15.— Un axiome est un séquent dont I'antécédent et le conséqoent o
en commun au moins une proposition atomique.

. ] o Sy, 8
Les regles de déduction pour les séquents s’écrivent sdagte ! -
S
ousSy,- -, S, estune suite éventuellement vide de séquents qui sontésgEuents

prémisses et o est un séquent unique appelé séquent conclusion. Le nom de la
régle de déduction figure a gauche de la ligne horizontase|lgg le connecteur figure
dans I'antécédent du séquent conclusion et a droite derla hgrizontale lorsque le
connecteur figure dans le conséquent du séquent conclusion.

Comme l'antécédent et le conséquent d’'un séquent sontitt@sst’'une suite
ordonnée de formules, des régles structurales sont défimipgrmettent de permuter,
de supprimer et de ventiler des formules dans I'antécédémicenséquent.

' AX r=A
'=X,A rX=A

regles de permutation :

I=AX,X X, X,T=A

regles de contraction :

I'sAX X, T'=A
'=A I'=sA
régles d’atténuation :
'=AX X, I'= A

D’autres regles sont introduites qui correspondent arishiiction de connecteurs
propositionnels :
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'r=AX X, I'= A
_— = _— = -
-X,I'= A ' A -X
'=sAX YIT=A X, I'=AY
— = = —
X-=YT=A I'sAX—>Y
XY, '=A YI=AXY X.I'=AY YI=AX
— = =
XY TI'=A I'sAX<Y
Xq,.... X, = A 'sAX, - I'= A X,
A = = A
(Xin---ANX,), = A P=A(XiA-ANXy)
X, T'=A, - X,,,=A I'=AXq,..., X,
Vo= =V
(X1v---vX,),I'=A F=A(X1V---VX,)

La régle pour les axiomes :
A= AA
Les regle pour les constantéset | :

I'=A

1 =

I'= A

e L — T
I,T=A =T

Et enfin une régle d’élimination ou de coupure :

r=AX XI'=A
I, IV = A A

D’un point de vue axiomatique, la déduction d’un séqueséquent s’effectue par
la construction d’'un arbre, appelé arbre de dérivationt don

— laracine est étiquetée par le séquent
— les noeuds sont étiquetés par des séquents;

— les descendants de noeuds sont les séquents premissassgi#el’'application,
arebours, des régles de déduction.
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DEFINITION 6.16.— Une dérivation dans le calcul des séquents est un arbre de dér
vation ou chaque feuille est étiquetée par un séquent quireakiome.

Une dérivation dans le calcul des séquents est une dédulttisequent qui éti-
quette la racine de I'arbre I'arbre de dérivation a parts siéquents qui étiquettent les
feuilles de I'arbre de dérivation.

Il existe une déduction d’une formulE a partir d’'un ensemble de formules
lorsque le séquent = F est dérivable dans le calcul des séquents. Lorsque I'en-
semble de formules de I'antécédent du séquent est videqleeré= F' permet de
déduire que la formulé’ est un théoreme.

EXEMPLE 6.5.— Soit la formule propositionnelle = —-p — (p — q), I'arbre de
dérivation construit a partir du séquest—p — (p — ¢) est le suivant :

p = q,paxiome

- =
p,pP= q
= —
P=P—q

= —
= p—(p—2q)

Il permet de montrer que la formulé est un théoréme.

D’un point de vue sémantique, la notion de validité d'un sfdLest introduite
comme sulit :

DEFINITION 6.17.—Un séquenf est validesi toute interprétation de la logique pro-
positionnelle qui satisfait tous les antécédents$lsatisfait au moins un conséquent
de S.

Dans la déduction naturelle, les régles de déduction (mmple Modus Ponens)
transmettent la validité uniquement des prémisses a lalesion, en revanche, les
regles d'introduction des connecteurs du calcul des sédsjsent réversibles, c’est a
dire qu’elles transmettent la validité de la conclusion pogmisses, plus formelle-
ment :

PROPOSITION6.3.— Pour toutes les regles de déduction du calcul des séquents, a
I'exception de la reégle pour les axiomes, les prémisses saguent sont valides si et
seulement si la conclusion est valide.

L'adéquation et la complétude du calcul des séquents equegiropositionnelle
sont données par le théoréme suivant :

THEOREME6.5.— Un séquent est valide si et seulement si il est dérivable.

Le calcul des séquents permet de trouver de facon correctergiléte les consé-
quences logiques d’'un ensemble de formules proposititesel

THEOREME— Soit ' une formule propositionnelle &€ un ensemble de formules
propositionnelles. Le séquet= F est dérivable si et seulementBiE= F
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Pour montrer qu’une formul€’ est une tautologie un corollaire du théoréeme pré-
cédent assure qu’une formule propositionnéllest une tautologie si et seulement si
le séquents F est valide. Pour montrer par réfutation qu’une formilest incohé-
rente il suffit de monter que le séquent—F est valide.

PROPOSITIONG6.4.— Soit X, --- , X,,, Y7, -+, Y, des formules propositionnelles, le
séqueniXy,--- , X, = Y1, ---,Y, estvalide si et seulement si laformwg A-- - A
X, — Y1 V--- VY, estune tautologie.

EXEMPLE.— Soit I'ensemble de formuleB = {(p V ¢) A (—p — 1), ¢ — —r, —p}.
Cet ensemble de formules est transformé en la formule deuieal” = ((p V q) A

(-p — 1)) A (¢ — —r) A (—p). En utilisant la réfutation nous construisons I'arbre de
preuve correspondant au séquent-F' = —((pVq) A (—p — r) A (g — —r) A(=p))
comme suit :

p= —(-p—4q),~(¢ — —r),paviome  q= —(-p—q),~(¢— —7),p

VvV =
(pVa)= =(=p—q),~(qg— —1)p

= -

= =(pVq),~(-p—q),~(¢g— —r)p
= V

= =(pvVVa(-p—qV-(g—-r)Vp

= (V@) A(—p—q)A(g— —r)A(-p))

L'arbre de preuve correspondant au séquert —(—p — ¢),—~(¢ — —r),p est le
suivant :

p,q = p,T axiome r,q = p,T axriome
= 7 = —
q= p,r,7p p—4,9= p,T
- =
p—q, 1,9 = p
. = -
q= —(=p— q),p,q axiome -r,q= —(-p—q),p
— =

q— —r,q= —(=p—q),p

=
q = —\(—|p — q)7—\(q — —|’[")7p

Toutes les feuilles de I'arbre de preuve sont étiquetéesipaxiome, la formule
—F correspond a un séquent valide, c’est une tautologie dofocrizule F est inco-
hérente et par conséquent, 'ensemble de form#lest incohérent.

De plus, Gentzen a montré que I'on peut se passer de la regleugere :

THEOREME 6.6.— Toute preuve par les séquents peut se transformer en uneereu
qui n'utilise pas la régle de coupure.

Pour plus de détails sur le calcul des séquents en logiqpegitnnelle consulter
[LAF 92, GOR 03].
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6.2.2. Calcul des séquents en logique des prédicats
Le calcul des séquents s’étend a la logique des prédicatmemnit.

DEFINITION 6.18.— On appelle séquent une expression de la fofime A ouT et
A sont des suites éventuellement vides de formules de laipdies prédicats.

Les régles de déduction supplémentaires suivantes poguéegificateurs univer-
sels et existentiels sont ajoutées a I'ensemble de regldsdiection propositionnelles.
Soitb ett des termes de la logique des prédicats,

Vo A(z), A(t),T = A I'= A A(b)
V =

=V
Vo A(z),T = I'= A Vo A(x)
AD), T = A . I'= A, 3zA(x), A(t)
=
JzA(x),I = A I'= A JzA(x)

Dans les Les regles- V et3d =, la variable x n’est pas une variable libre
dansI’ et A. Les réglesy = et=- dsont des régles ré-utilisables, cela s’exprime
par la répétition de la formuléz A(x) dans I'antécédent du séquent prémisse de la
regleV = et par la répétition de la formule z A(x) dans le conséquent du séquent
prémisse de la regle- 3.

Les régles= Vetd = correspondent aux réglésde la méthode des tableaux
sémantiques 6.1.2, le termheest un terme inédit et comme dans la méthode des ta-
bleaux elles ne s'appliquent qu’une fois, alors que lesaebes regle¥ = et= 3
correspondent aux reglesde la méthode des tableaux sémantiques, le tenmest
pas un terme inédit et comme dans la méthode des tableasypelwent s’appliquer
indéfiniment. Afin d’aboutir rapidement a des axiomes daabte de dérivation, les
regles= Vetd = s’appliquent avant les réglés = et=- 3 sur une méme
instance.

Les notions de dérivation, de validité d'un séquent sétendéa logique des pré-
dicats et I'adéquation et la complétude du calcul des ségqeeriogique des prédicats
sont données par le théoréme suivant :

THEOREMEG6.7.— Un séquent est valide si et seulement si il est dérivable.

Le calcul des séquents permet de trouver de facon correctergiléte les consé-
quences logiques d’'un ensemble de formules de la logiqupréégcats :

THEOREMEG.8.— SoitF une formule de la logique des prédicatsfetin ensemble de
formules de la logique des prédicats. Le séquEnt- F' est dérivable si et seulement
SiFEF

Pour montrer qu’une formul€’ est une tautologie un corollaire du théoréeme pré-
cédent assure qu’une formule de la logique des prédicast une tautologie si et
seulement si le séquent F est valide.
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L'exemple suivant illustre le calcul des séquents pourdgdoe des prédicats.

ExeEmPLE.— Soit la formule de la logique des prédicats= 3z (p(z) A ¢(x)) —
(3z p(x) A3z q(x)), l'arbre de dérivation construit & partir du séquentz (p(z) A
q(z)) — (3x p(x) A Jz q(z)) estle suivant :

pla) Agla) = 3z p(z)  pla) Agla) = 3z q(x)
pla) Ag(a) = (Fz p(z) A Fz g(x))
Jz (p(z) A q(z)) = (3z p(z) A Tz q(z))
= 3z (p(z) Aq(z)) — 3z p(z) A T2 g(2))

Le séquenp(a) A ¢(a) = Jz p(x) donne I'arbre de dérivation suivant :

= A

p(a),q(a) = Jz p(x),p(a) axiome
p(a),q(a) = 3z p(z)
p(a) Ag(a) = 3z p(z)

= 4

et le séquent(a) A ¢(a) = Jx ¢(z) donne l'arbre de dérivation suivant :

p(a),q(a) = 3z q(x),q(a) axiome
p(a), g(a) = 3= q(x)
p(a) Agla) = 3z q(z)

La regle3 = est appliquée avant la regle 3 sur la méme instance qui est
une constante de la logique des prédicats. Le séquent @siliiérdonc valide et la
formule F' est un théoréme donc une tautologie.

Pour plus de détails sur le calcul des séquents en logiquprddgats consulter
[AVR 93].

6.2.3. Le calcul des séquents pour la logique modale
Le calcul des séquents de Gentzen s’étend également adadéogiodale.

DEFINITION.— On appelle séquent une expression de la forme A ouT” et A sont
des suites éventuellement vides de formules de la logigdelmo

Des regles de déduction supplémentaires pour les modaligis) sont ajoutées
a 'ensemble de régles de déduction propositionnelles.

Pour la logiqgue modal& les reglesr sont ajoutées a 'ensemble des regles :
' X = A~
OX = A
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' = X A"
—_— =0
I'=0XA

avecI™ = {X,0X e T} etA* = {X,0X € A} . Pour la logiqgue modal& les
réglesv sont ajoutées :

NHx=A

—_— O =
I'oX = A

I'=0X,A
_ =
' X, A

avecl'™ = {X,0X e T'} etA* = {X,0X € A}. Pour la logiqgue modal&4 les
reglesr etr avecl'™ = {X,0X € T'} etA* = {0X,0X € A} sont ajoutées en
I'ensemble des regles pour le calcul des séquents en logigpesitionnelle.

Les notions de dérivation, validité, d’adéquation et de plé@tude s’étendent au
calcul des séquents en logique modale. La complexité degguoes de décision uti-
lisant le calcul des séquents en logique modale est génegaié-space complet, une
procédure de décision utilisant le calcul des séquentsgique modaleS4 O(n?)-
space compléte a été donnée par Ladner [LAD 77].

L'exemple suivant illustre le calcul des séquents pour ¢gqoe K .

EXEMPLE 6.6.— Soit la formule” = O(p A q) — (Op A Og) de la logiqgue modale
K, I'arbre de dérivation construit & partir du séquentF’ est le suivant :

p,q =D axiome p,q = q axiome
N = A =
PAqg=p PAG=q
= U = 0
O(pAq) = Op D(pAq):Dq;s

O(pAq) = 0OpAlq
= O(pAq) — (OpADOg)

—

Le séquent O(p A q) — (Op A Oq) est dérivable, donc valide et la formule
O(p A q) — (Op A Og) est un théoréme donc une tautologie.

Pour plus de détails sur le calcul des séquents en logiquelmadbnsulter
[LAD 77].
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6.2.4. Le calcul des séquents intuitionniste

Le calcul des séquents s'étend également a logique intniste [LAF 92], ce-
pendant la notion de séquent est modifiée. Le conséquensdauent est soit vide,
soit constitué d’une seule formule, plus formellement :

DEFINITION 6.19.— On appelle séquent une expression de la fofine- ou de la
formel’ = X ouT est une suite éventuellement vide de formules de la logue i
tionniste etX une formule de la logique intuitionniste.

On noteD I'ensemble constitué d’une ou de zéro formule et les regai@diuction
sont définies comme suit :

X, I'=D
regles de permutation : _
I'X=D
X, X,I'=D
regles de contraction : _—
X, I'=D
I'= I'=D
régles d’atténuation :
I'=s X X, I'=D

Les regles qui correspondent aux connecteurs proposéissont :

=X X, T =
_— = _ = 5
'=X YI'=D X, I'=sY
— = _— = =
X—-YTI'=D '=X-—-Y
I'X=D IY=D
— = =
I XANY =D I XANY =D
I'=X I'=Y
T Y/\:>
= A
I'=X I'=Y
—_—V = —_—V
I'=XvVvY I'=XvVvY

ILX=D I,Y=D
V
ILXVY =D
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Les notions de dérivation, de validité, d’adéquation etalepetude sétendent au
calcul des séquents en logique intuitionniste. La comf#edées procédures de dé-
cision utilisant le calcul des séquents en logique intaoitiste est généralemeRt
space complet, une procédure de complegitélogn)-space complete est donnée
dans [HUD 93].

6.3. Le temps : programmation logique

La programmation logique a été étendue a des logiques tetfgmmlusieurs lan-
gages de programmation logique ont été définis, ils étetaenbgrammation logique
a des opérateurs temporels et utilisent, le plus souvengrsion temporelle de la ré-
solution. lls different dans par les représentations diuptequ’ils utilisent et par les
classes de problemes qu'’ils peuvent représenter. Noussdllgevement passer en re-
vue les langages les plus significatifs, pour plus de dé&lecteur pourra se référer
a[ORG 94].

6.3.1. Le langage Templog

Le langageTemplog [ABA 87], [ABA 89], utilise une représentation discréte du
temps, au moyen d’un axe linéaire du temps, non borné poutde f.es instants sont
représentés des entiers naturels. Trois opérateurs tefagont utilisés () (I'instant
suivant)[] (les instants a partir de maintenart)(les instants dans le futur). Ces trois
opérateurs induisent une extension de la syntaxe Prolognecsuit :

— L’ atome-suivanbu next-atomeest un atome préfixé par I'opératety, etOF A
ou A est un atome ek > 0, signifie que I'opérateur suivant est appiquédois a
I'atome A. Uneformule-suivant®u next-formuleest une formule composée d’atome-
suivants.

— Uneclause initialeest définie pavxy, - -+ , Vo, (A1 A+ N A, — B)ouB «
Ay AN~ NA,0UA, -, A, et B sontdes formule-suivantes.

— Uneclause permanentst définie pavz,, - -+ , Vo, d(A1 A--- AN A, — B)ou
B< A N---NA,OUA,, -+, A, et B sontdes formule-suivantes.

Un programme Templog est une conjonction de clauses istial permanentes. Un
but est une conjonction de formule-suivantes. Le mécanienééduction en Tem-
plog repose sur une forme restreinte d’'un systéme de dédusbin-clausal temporel,
appelée TSLD-résolution, cette méthode est correcte epléden

6.3.2. Le langage Chronolog

Le langageChronolog [ORG 88], [ORG 92], utilise la méme représentation du
temps que le langage Templog, cependant deux opérateyssreisiseulement sont
utilisés,first (le premier) einext (le suivant). La syntaxe de Chronolog accepte celle
d’'un langage du premier ordre et deux extensions} sist un formule aloréirst A
et nextA sont des formules. Les opérateurs temporels s’appliquagtiament aux
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formules. Toute formulel a une séquence de valeurs dans le temps, la forfinstel
représente la valeur dé a l'instant initial et la formulenextA représente la valeur de
A alinstant suivant.

Un programme Chronolog est une conjonction de clauses quwigpe étre consi-
dérées comme permanentes selon la terminologie de Tempiagp€rateur implicite
[J s’applique aux clauses du programme Chronolog) et biehmjyiait pas de clause
initiale a la Templog dans Chronolog, les clauses dont ematomes sont préfixés par
I'opérateurfirst peuvent étre considérées comme des clauses initiales. taniséne
de déduction en Chronolog, appellé TiSLD-résolution refses extension temporelle
de la SL-résolution.

6.3.3. Le langage Temporal Prolog de Gabbay

Le langage Temporal Prolog, proposé par D. Gabbay [GAB &7jres extension
de la programmation logique qui autorise des opérateuramoek temporels tels que
P (a un instant donné dans le pasg€)a un instant donné dans le futur),[@t(tou-
jours). Ce langage est tres expressif et permet des implnsimbriquées cependant
il comporte des restrictions, I'opératelr ne peut pas préfixer les tétes des clauses
d’'un programme. La syntaxe de Temporal Prolog est définiewesuit :

— un programme est un ensemble de clauses;

— une clause est soit une clause ordinaire, soit une cladseaoe préfixée par
I'opérateur;

— une clause ordinaire est de la foreou de la formed — H, ou H et A sont
respectivement, la téte et le corps de la clause;

— une téte de clause est soit une formule atomique, soit unaufe ' A ou P A,
ou A est une conjonction de clauses ordinaires;;

—un corps de clause est soit une formule atomique, soit umerction de corps
de clauses, soit une formuléA ou P A, ou A est un corps de clause.

Une procédure de déduction pour Temporal Prolog a été péegm Gabbay, qui
est correcte.

Le langage a également été étendu pour traiter la négatidieplec et traiter la
négation dans le cas propositionnel. Par ailleurs, GabBAyB[89] a également pro-
posé un systeme de déduction “étiquetté” comme base d’uokinede programma-
tion logique temporelle. Le langage considéré est le laagagnporal Prolog enrichi
des nouveaux opérateurs temporéls(toujours dans le futur)d (toujours dans le
passé)() (instant suivant) et (I'instant précédent). De plus, des indicateurs tem-
porels sont utilisés pour représenter des données terfgmfear exemple, I'assertion
“Si A(x) est vrai au temps, alors A(z) continuera d’étre vrai” est représenté par :
t: A(x) — GA(x). Quelques restrictions aux clauses d’un programme, eitpbet
des fonctions de Skolem sont ajoutées pour éliminer lesaxinars existentiels’ et
P afin de rendre le programme traitable. Les systémes de dédsitétiquettés” sont
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adaptés pour traiter trois représentations du temps : re®partiels généraux, les
ordres linéaires, les nombres entiers. Chaque représemacessite un ensemble dif-
férent de régles temporelles et la correction de ces reghs établi. La complexité

du probléme de satisfaisabilité d’'un ensemble de clausésode temporelles a été
étudié dans le cas propositionnel [CHE 93] pour un fragmenfemporal Prolog qui
utilise I'opérateur)) de Templog et ne comporte pas d'opérateurs pour le passé. Le
probléme de satisfaisabilité pour un un fragment de Tenipoodog qui utilise seule-
ment les opérateufs et ) est NP-complet et le probléeme de satisfaisabilité pour un
un fragment de Temporal Prolog qui utilise les opératélrs et O) est PSPACE-
complet.

6.3.4. Le langage Temporal Prolog de Sakuragawa

Un autre langage appelé Temporal Prolog a été proposé pairdsgiva
[SAK 87b]. Dans ce langage la signification des prédicats tafutur dépend de leur
signification dans le passé. Toutes les clauses d'un prageaem Temporal Prolog
sontcausaleqvoir ci-aprés le langage Starlog). Toutes les clauses gifogramme
sont permanentes. Un opérateur sur le passé peut se translieccorps d’une clause
et un opérateur sur le futur peut figurer dans la téte d’uneselaCeci rend le langage
Temporal Prolog de Sakuragawa treés expressif.

Le mécanisme de déduction de Temporal Prolog repose surdeeRrolog, une
traduction préalable des clauses sous forme normale est@tk, ou le seul opérateur
temporel autorisé est I'opérateur représentant I'ingtadtédent.

6.3.5. Le langage MTL

Le langage MTL, programmation logique temporelle avec iméé et opérateurs
pour le passé a été proposé par Brzoska [BRZ 92]. Le tempsgisenté par un axe
non borné dans le passé et le futur, les instants sont repééggar un ensemble d’en-
tiers, notéZ. Les formules du langage MTL sont construites a partir deésaipurs
logiques usuels et des opérateurs temporels de base suinastappliquent unique-
ment aux formules J; (toujours pourt € Z U {—o0,4+00}), O+ (quelquefois pour
t € ZU{—00,4+0}), o (instant suivant), es (I'instant précédent).

A partir de ces opérateurs de bases d’autres opérateurstteispeuvent étre dé-
finis comme, par exemple squareA =45 O100[0_ A (toujours sans restriction),
QA =get O+000—A (quelquefois sans restrictior)]; A =45 Oy A (toujours
dans le futur)J_A =45 O_ A (toujours dans le passé),, A =qc5 01004 (quel-
quefois dans le futur)y— A =45 O—oc A (quelquefois dans le passé).

Un programme MTL est un ensemble de clauses dont les forrpel@gent étre
préfixées par des opérateurs temporels et un but est uneléopnéfixée ou pas par un
opérateur temporel. Tout comme dans le langage Templograteuf] ne s’applique
pas au corps d’'une regle et I'opératéune s’applique a une téte de regle, cependant
le langage MTL est plus expressif que les langanges Templogrenolog.
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Le mécanisme de déduction de MTL repose sur la MTL-résalutioi est une
restriction de la CLP-résolution sur une certaine algébaela MTL-résolution est
correcte et compléte.

6.3.6. Le langage Starlog

Le langage Starlog [CLE 91] est un langage de programmaiigiguie est un lan-
gage qui n’est pas basé sur une logique temporelle et n'a’ppérdteur temporel.
Des arguments temporels sont ajoutés a chaque prédicagPkel premier argument
de chaque prédicat est réservé pour un argument tempottelrips est représenté par
un axe de réels orienté. Les clauses du programme doivertaisale, c'est a dire que
les valeurs des arguments temporels figurant dans une tétaws= doivent étre su-
périeurs aux valeurs des arguments temporels figurant dansdrps. Le mécanisme
de déduction de Starlog ne repose pas sur la résolution riis&® wn démonstra-
teur de théorémes basé sur les graphes de connection caagiiéear de contraintes
arithmétiques.

6.4. Programmation logique modale

Les langages de programmation logique temporelle ont é€usopour traiter des
aspects temporels ou dynamiques de certains problemdsnizges de programma-
tion logique modale ont pour objectif de traiter des prot#8ru interviennent les
notions de connaissances, de croyances et d’hypothéses.

6.4.1. Le langage Molog

Le langage Molog a été introduit par L. Farifias del Cerro B&r il étend Prolog
a la logique modale de fagcon a exprimer les concepts de cssaraies, de croyances
et d’hypothéses. Lutilisateur choisit une logique modatieéfinit les regles d'utili-
sation des opérateurs modaux correspondants. Le langalgg fdarnit un cadre gé-
néral qui peut étre utilisé avec différentes logiques mesldles opérateurs modaux
sont groupés en deux catégories les opérateurs univazseisje] et les opérateurs
existentiels, comme, pour lesquels une sémantique de Kripke est utilisée.

La structure de base de Molog repose sur les clauses de Hatalesagui sont
des clauses de Horn préfixées par des opérateurs modaufoehtagénérale d’'une
clause de Horn modale ef(A «— By A--- A B,,) ouM est une modalité4 est une
formule modale atomique €4, - - - , B,, sont des formules modales.

Une séquence d’'opérateurs modaux est appetklité elle peut s’appliquer une
formule modale atomique, une conjonction de formules mexiall a une clause de
Horn modale.

Un programme Molog est un ensemble de clauses de Horn mastal@sbut est
une conjonction de formules modales. Le mécanisme de dédudz Molog repose
sur la résolution modale qui est une extension de la résoldtia logique modale et
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dépend de la logique modale utilisée. Pour la logique magiala résolution modale

est compléte. Un autre mécanisme de déduction, agpeipilation a été également
proposé dans [Far 86] pouk, il transforme les clauses de Horn modales en clauses
de Horn sans modalité et utilise I'unification et la résantstandard de Prolog. P.
Balbianiet al.[Far 88] ont proposé une méthode de résolution pour la legiqodale

Q, appelée SLD-résoltion modale qui est compléte.

La complexité du probléme de satisfaisabilité d’'un ensendlel clauses de Horn
modales a été étudiée, un algorithme a été proposé [Far &Ti,|@ logique modale
Ss, cet algorithme a une complexité polynomiale en temps, ganehe, pour les
logiques modaled(, @, T et S, la complexité dans le pire des cas est nettement
supérieure.

P. Balbianiet al. [HER 91] ont ensuite proposé une extension du langage Molog,
appelé TIM (Toulouse Inference Machine) qui fournit un @agénéral pour la pro-
grammation logique modale.

6.4.2. Le langage Modal Prolog

Le langage Modal Prolog [SAK 87a] étend Prolog de fagon aiyxgrmodularité,
hiérarchie et/ou structure. Un programme logique modat@sstitué de deux parties,
une description des mondes possibles et une descriptioeldéisns entre les mondes
possibles.

La description d’'un monde possible est un programme Pradoglds atomes sont
préfixés par les opérateurs moddux(nécessité) et (possibilité). Les opérateurs
modaux ne peuvent pas étre utilisés dans la téte d’une clause

La description des relations entre mondes donne les retatiaccessibilité entre
mondes possibles et leurs attributs comme, par exemplexixéfé, symétrie, transiti-
vité. Une clause de relation est une clause Prolog qui désréttributs d’'une relation
d’accessibilité.

Chaque description d’'un monde possible correspond a un leddwprogramme,
les interactions entre modules du programme sont décrg @adéfinition des rela-
tions et le langage Modal Prolog introduit une structuredrighique dans la program-
mation logique.

Le mécanisme de déduction de Modal Prolog repose sur I'atific et la résolu-
tion et ce mécanisme est correct et complét.

6.4.3. Le langage Modal Logic Programming

S. Akama [AKA 86] a proposé une extension de Prolog reposalagique mo-
daleSs qui utilise une sémantique de Kripke standard pour les epéramodaux. Ce
langage de programmation utilise d#auses définies modalgsi sont une conjonc-
tion de littéraux modaux, avec un seul littéral positif. Wttékal modal est un littéral
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est de la formey A ou —(s7A) ou 37 est une modalité, c'est-a-dire une séquence
d’opérateurs modaux et () et A est une formule atomique.

Un programme est un ensemble de clauses définies modalemétémisme de
déduction de Modal Logic Programming est une extension & Rxrésolution stan-
dard avec deux regles d'inférences pour les opérateurs uro@ette méthode de
résolution est compléte.



